ELEKTROSTATIKA 3 (redukovana predavanja sa numerickim primerima) KANDIC-STOJIC 1

1. Vezivanje kondenzatora u grupe

Kondenzatori se u grupu mogu vezati redno, paralelno i mesovito (redno-paralelno). Svaka grupa
izmedu svoja dva kraja moze se zameniti jednim kondenzatorom odgovarajuc¢e ekvivalentne
kapacitivnosti. Ekvivalentnost grupe i jednog kondenzatora znaci da kada se grupa zameni tim
kondenzatorom, u ostatku kola ni$ta se ne menja u pogledu raspodele napona i Struja grana. Zamena
grupe ekvivalentnim kondenzatorom je postupak koji se ¢esto koristi u analizi elektricnih kola.

Na sl. 1a, 1b i 1c prikazane su konvencije o oznacavanju vezane za optereCeni kondenzator
kapacitivnosti C sa konstantnim naponom U izmedu elektroda, kao i lokalne relacije koje povezuju
veli¢ine Q i U. Kod optere¢enog kondenzatora U, Q i —Q predstavljaju algebarske vrednosti napona
kondenzatora i naelektrisanja elektroda. Na sl. 1d, le, 1f i 1g prikazane su konvencije o
oznaCavanju vezane za kondenzator kapacitivnosti C sa vremenski promenljivim naponom u
izmedu elektroda, vremenski promenljivim naelektrisanjima elektroda q i -g, i promenljivom
strujom i kroz granu sa kondenzatorom. Takode, date su i konstitutivne (lokalne) relacije koje pove-
zuju veli¢ine g, U i i. Napominjemo da su i ovde vrednosti veli¢ina g, u i i algebarske, s obzirom da
kod slozenih mreza, unapred nije moguce znati stvarni znak naelektrisanja elektroda.
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u=q/C,i=dq/dt u=q/C,i=dq/dt u=-q/C,i=-dg/dt u=-q/C,i=dq/dt
Sl 1

»  Konstitutivne relacije. U prvom koraku kondenzatoru se dodeljuju referentni smerovi za na-
elektrisanje i napon, dok se u sledecem formulise konstitutivna relacija koja povezuje alge-
barske vrednosti njegovog naelektrisanja i napona. Ta relacija mozZe imati jedan od sledeca
dva oblika:

(1) Q=C-U (sl. 1a i 1b), odnosno gq=Cu (sl. 1d i 1e). U ovim slucajevima kaze se da su refe-
rentni smerovi za naelektrisanje i napon usaglaseni.

(2) Q=-CU (sl. 1c), odnosno g= -C-u (sl. 1f i 19). U ovim slucajevima kaze se da referentni
smerovi za naelektrisanje i napon nisu usaglaseni.

Ako se napon u kondenzatora, a time i njegovo naelektrisanje g, menjaju u toku vremena, tada
u elektricnom kolu, ili grani elektricne mreze sa kondenzatorom dolazi do pojave elektri¢ne struje
intenziteta i.

»  Struja kondenzatora. Struja kondenzatora oznacava se strelicom, koja predstavlja usvojeni
(odnosno proizvoljno pretpostavljeni) algebarski ili referentni smer, u odnosu na koji se ona
racuna. Za taj smer vezan je algebarski intenzitet struje, koji odgovara brzini promene na-
elektrisanja q kondenzatora. Intenzitet struje i je i=dg/dt (sl. 1d, le i 19 za usaglasene
referentne smerove), odnosno i=-dqg/dt (sl. 1f . za neusaglasene ref. smerove).




ELEKTROSTATIKA 3 (redukovana predavanja sa numerickim primerima) KANDIC-STOJIC 2

(a) Redno vezivanje kondenzatora u grupu

_Na sl. 2 prikazana je grupa od n redno vezanih neopterecenih kondenzatora kapacitivnosti C;
(i=1,n) sa konstantnim naponom U na krajevima grupe.
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SI. 2

Napon kondenzatora kapacitivnosti C; je U; (i =1,n). Kondenzator kapacitivnosti C, ekviva-
lentan je grupi redno vezanih kondenzatora ako je pri istom naponu U njegovo naelektrisanje Q
jednako naelektrisanju svakog od kondenzatora iz grupe. Posto su referentni smerovi za

naelektrisanja i napone kod svih kondenzatora usaglaseni, tada se ekvivalentna kapacitivnost C.
odreduje iz slede¢ih relacija:

_Q i1y u=Su-o031i_Q
Ui_Ci (i=1n); U_;Ui_Q Zc C. (VQ =0)

i=1 i

1 11
= @ — =) —,
c.72¢
Primetimo da takode vazi:
u:U,:..:y,=C :C,:..:C, 1 C,<min{C,C,, ..C}

Sto znaci da je ekvivalentna kapacitivnost grupe redno vezanih kondenzatora manja od minimalne
kapacitivnosti kondenzatora iz grupe.

(b) Paralelno vezivanje kondenzatora u grupu

Na sl. 3 prikazana je grupa od n paraleno vezanih, neopterecenih kondenzatora kapacitivnosti
Ci (i =1,n) sa konstantnim naponom U na svakom od njih.

Q- Q-
u i::C1 i::(j2 i::(_:n = U = C,
Q Q, Q
SI. 3

Kondenzator kapacitivnosti C, ekvivalentan je grupi paralelno vezanih kondenzatora ako su
pri istom naponu U njegovo naelektrisanje i ukupno naelektrisanje grupe jednaki. Posto su referent-
ni smerovi za naelektrisanja i napone kondenzatora usaglaseni, ekvivalentna kapacitivnost Ce
odreduje se iz slede¢ih relacija:

Q=C-U (i=Lm); Q=3Q =U-Y¢,=C,-U (VU #0)

= Ce:Zn:Ci.

i=1
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Takode vazi:
Q:Q,:..:Q,=C :C,:..:C, i C,>max{C, C,, ...C },

Sto znaci da je ekvivalentna kapacitivnost Ce grupe paralelno vezanih kondenzatora veca od maksi-
malne kapacitivnosti kondenzatora iz grupe.

Primer: Odrediti ekvivalentne kapacitivnosti Ce;, Cep | Ce3, mreza na sl. 4a, 4b i 4c.

C, C, C, c, C, C,
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e |
C, C, C, C, C, C,
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Sl. 4

U slucajevima na sl. 4a i 4b ekvivalentne kapacitivnosti mogu se odrediti paralelno-rednim i
redno-paralelnim i ekvivalentnim transformacijama datih kapacitivnih mreza. Medutim, kod mreze
na sl. 4¢ takve transformacije nije moguce izvrsiti, ve¢ se mora pribeéi ekvivalentnoj transfiguraciji
tipa Y—A (zvezda u trougao), $to ¢e biti detaljno razmotreno u okviru Elektrokinetike. Rezultati su:

a)i= 1 N 1 _C+GC+C,+C, ~C _ (G, +C,)(C,+C))
C, C+C, C,+C, (C, +C))C,+C)) ® C,+C,+C,+C,
b) C,, = C,-C, N C,-C, Jjerje 1 _G-G
C,+C, C,+C, 1.1 C+G,
G G
Cot o 32 NGt i)
¢ C C.,C, N C,+C,+C, C,+C,+C,

®C,+C,+C, C.4C,+ CC ., GG
C,+C,+C, C,+C,+C,

2. Elektrostaticko polje u supstanciji i polarizacija dielektrika

Pod dielektricima ili izolatorima podrazumevaju se ¢vrste, te¢ne i gasovite supstancije koje za
razliku od provodnika ne sadrze slobodna pokretljiva elektri¢na opterec¢enja, pre svega "slobodne”
elektrone. Elementarna naelektrisanja oba znaka koja ulaze u sastav dielektri¢ne supstancije vezana
su elasticnim unutrasnjim atomskim i molekularnim silama i mogu se pod dejstvom spoljaSnjeg
elektricnog polja pomerati samo na mikroskopski mala odstojanja. Ta naelektrisanja ne mogu
napustiti maticne atome i molekule, osim u slucaju polja vrlo velikog intenziteta kada dolazi do
proboja dielektrika. Proboj je kratkotrajni lavinski proces koji pocinje kao ¢isto elektri¢na pojava, a
zavrSava se termickom destrukcijom dielektrika. Mogucnost potpunog oporavka posle proboja,
imaju samo gasoviti dielektrici, dok je kod te¢nih oporavak samo delimican, a performanse ostaju
trajno degradirane. Cvrsti dielektrici posle proboja nisu vise upotrebljivi. Intenzitet polja pri kome
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dolazi do proboja dielektrika zove se (di)elektricna cvrstoéa. U ovom kursu posmatraju se samo
izotropni dielektrici koji imaju iste osobine u svim pravcima.

Iskustvo pokazuje da nezavisno od vrste i veli¢ine kondenzatora postoji konstantan odnos
izmedu kapacitivnosti C kada je prostor izmedu elektroda ispunjen odredenom homogenim
dielektrikom i kapacitivnosti Cy kada je izmedu elektroda vakuum. Upravo odnos &=C/C,
karakteriSe dielektrik i zove se relativna permitivnost (odnosno propustljivost), ili relativna
dielektricna konstanta i ona nema dimenzije.
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Prethodne pojave makroskopska su posledica polarizacije dielektrika. Polarizacija je elasticna
deformacija atoma i molekula dielektrika pod dejstvom spoljasnjeg (ili stranog) elektri¢nog polja.
Pretpostavimo da je dielektrik sastavljen od atoma sa rednim brojem Z u periodnom sistemu i da se
nalazi izvan stranog elektri¢nog polja (Es=0). Tada se u svakom atomu poklapaju ekvivalentni
elektricni centri pozitivnog i negativnog elektriciteta, pa je elektriéno polje izvan atoma Eaoma=0
(sl. 5a). Dakle, spolja gledano, atomi se tada ponaSaju kao elektri¢éno neutralni sistemi. Medutim,
kada se dielektrik nade u stranom elektriénom polju Es (sl. 5b), na elementarna naelektrisanja u
atomima i1 molekulima deluju Kulonove sile koje pozitivne Cestice pomeraju u pravcu i smeru polja,
a negativne suprotno od njega. Pomeraji Cestica iz ravnoteznih polozaja ograniCeni su na
mikroskopski mala rastojanja dj, s obzirom da se dejstvu stranog polja suprotstavljaju elasti¢ne
unutrasnje atomske i molekularne sile, takode elektrostatickog porekla. Polarizacijom dielektrika
razdvojeni ekvivalentni elektricni centri pozitivnog i negativnog elektriciteta u atomima (sl. 5b)
formiraju pojedinacne elektricne dipole (sl. 5¢). Dipol se u odnosu na okolinu ne ponasa kao
elektricno neutralan sistem i karakteriSe ga elektriéni moment p;=Q-d;= =Z|e|d1, gde je d;
orijentisana duzina dipola. Duzina dipola d;=|d;| i njegov elektricni moment p;=|p;| utoliko su ve¢i,
ukoliko je spoljasnje (strano) pobudno elektri¢no polje Es=|E| jace.

Makroskopski efekti polarizacije isti su kod svih izotropnih dielektrika, ali se ipak mogu
razlikovati dva osnovna tipa, s obzirom na elektricnu molekularnu strukturu, odnosno raspored
elementarnih naelektrisanja u nepobudenim molekulima. To su dielektrici: (1) sa nepolarnim
molekulima (npr. Hy, O,) i (2) sa polarnim molekulima (SO,, H,O, HCI, jonski kristali). Kod
nepolarnih dielektrika izvan stranog polja, elektriéni momenti molekula su nula, a kako eksperimenti
pokazuju, indukovani elektricni momenti dipola u stranom polju tu su direktno proporcionalni
intenzitetu polja. Medutim, kod polarnih dielektrika elektricni momenti molekula postoje 1 u
odsustvu stranog polja i takode se povecavaju sa porastom njegovog intenziteta. Dakle, u oba
posmatrana slucaja imamo da je p;~Es. Kod oba tipa dielektrika dipoli teze da svoje pojedinacne
elektricne momente p; postave u pravcu i smeru stranog polja Es.
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»  Makroskopska velicina koja karakterise stanje polarizovanosti u fizicki maloj zapremini 3V
dielektrika zove se vektor (jacine) polarizacije P i definisan je na sledeci nacin:
> p
P= SE\S/—V' gde je Z p vektorski zbir elektriénih momenata dipola u zapremini dV.
8V

Kod homogeno polarizovanog dielektrika sa koncentracijm molekula N', elektricni momenti
pojedinacnih dipola su p1=o-Es, a vektor polarizacije P odreden je izrazima:

>p

> p=(N"8V)-p1 = P=—=N"p=aN-E=aEs (@=a-N),

gde je a-temperaturno zavisan koeficijent polarizacije. Lako je videti da je P=|P| (=) [C/m?],
tj. da intenzitet vektora polarizacije dimenziono odgovara povrsinskoj gustini naelektrisanja.

< Polarizovani dielektrik u elektricnom pogledu ekvivalentan je mnostvu mikroskopski malih
dipola u vakuumu. Rezultantno polje slobodnih naelektrisanja u prisustvu dielektrika
superpozicija je polja tih naelektrisanja i polja mnostva dipola u vakuumu. Element
zapremine dielektrika 6V na mestu gde je intenzitet polarizacije P, ekvivalentan je dipolu

elektricnog momenta dp=P-3V.

Posmatrajmo plocasti kondenzator sa vakuumskim dielektrikom naelektrisan koli¢inom
elektriciteta Qs > 0 (sl. 6a), kod koga se ivi¢ni efekti mogu zanemariti. PovrSinska gustina
slobodnog elektriciteta na plo¢ama je konstantna tos = +Q/S (os>0; S-povrSina ploc¢a), a
elektricno polje u kondenzatoru je homogeno. Intenzitet polja slobodnih naelektrisanja u
vakuumu je Es=|Es|=0s/€0=Qs/(e0S). Kada se u prostor izmedu elektroda unese homogeni
dielektrik, on ¢e se pod dejstvom polja Es homogeno polarizovati, tako da ¢e se formirati
mnostvo dipola orijentisanih u pravcu linija polja (sl. 6b). Dejstva naelektrisanja susednih
dipola u nizu neutrali$u se, a nekompenzovana ostaju samo naelektrisanja krajnjih dipola.

Cc

_8 8 '
—/ \ Gs QVSV QV _GS —/U \
o, | - - -, [+ A e]- + [=——
+ 0 - + S P P e —-e + |-
T~ Oy
* - * CHEHAER|" * =~
- 5 - + - Lo ¥ N-—e |-
Q |+ s .| -0, | {E=mE=EEE. v, i
s :
+ - + R A || —_— - +| =
+ - N s s e | + -1
. _ . CHCHCEH| A L
+ - + A=A~ ‘ i
S | + 5 -] S JEEEEE=EEd]- | S e - | S
P B, B 1 o, E = >
@ —O, Sv  (b) © °

SI.6

Posto je polarizacija homogena, njen konac¢ni efekat je da na povrS dielektrika uz pozitivhu
elektrodu izbijaju negativna, a na povr§ uz negativnu elektrodu pozitivna vezana naelektrisanja
dipola. Veli¢ina povrSinske gustine vezanih naelektrisanja oy ista je u svim tatkama ¢eonih povrsi
dielektrika uz elektrode (sl. 6b i 6c).

Element dielektrika zapremine 6V=0S-0/¢ (&¢ je duzina elementa u pravcu polja, a S povrSina
njegovog popreCnog preseka) moze se predstaviti dipolom elektricnog momenta
dp=|6p|=|P|-8V=P-6V=P-8S -5 / =6Q,-6 ¢ (6Q, > 0), gde je +6Q, vezano naelektrisanje u tom dipolu.
Odatle sledi P=58Q,/6S=cy, posto je ista gustina vezanih naelektrisanja o, i na ¢eonim povr$ima
dielektrika uz elektrode kondenzatora. PovrSinska gustina vezanih naelektrisanja u bilo kojoj tacki
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na povrsi bilo kojeg dielektrika uvek se odreduje kao P-n, gde je P vektor jacine polarizacije, a n
jedini¢ni vektor normale na element povrsi u toj tacki koji je uvek orijentisan od dielektrika.

Usled pojave vezanih naelektrisanja na ¢eonim povrSima dielektrika (sl. 6b i 6¢), polje u
kondenzatoru slabi, a napon izmedu elektroda opada (posto je Qs=C¥), tako se posredno poveéava i
kapacitivnost kondenzatora. Vezana povrsinska naelektrisanja gustine ,=P stvaraju polje E,, istog
pravca a suprotnog smera od polja Es, i intenziteta E,=|E,|=c./€o. Neka je E intenzitet rezultantnog
elektri¢nog polja E u dielektriku. Kako je o,=P=a-E, to je sam intenzitet polja E (sl. 6¢):

1

E:ES—EVZ—(GS—GV)Zi(Gs—a-E) = E= :
€ € g, +a

Gs

Ako se koeficijent polarizacije homogenog dielektrika predstavi kao a=go-ye, tada je vektor jacine
polarizacije u bilo kojoj tacki P=gpyeE, gde se neimenovani broj y. > 0 zove elektricna
susceptibilnost dielektrika. Kada se uvedu i veli¢ine relativna permitivnost e=1+y,. (tj. "relatitivna
dielektri¢na konstanta") i permitivnost e=gp-g; (tj. "dielektricna konstanta"), kona¢no iz prethodne
relacije sledi:

_VU_.o

E S = S = S =5 ="5_ - U':

d go+a g(l+y,) &€

c o E U E
r Sf.

Poslednja relacija pokazuje da kada je Qs=C%, intenzitet elektriénog polja E i napon U’ izmedu elek-
troda kondenzatora &, puta se smanje posle unosenja dielektrika, dok se njegova kapacitivnost C'=
=Q4/U'=¢g-Q¢/U=¢,-C, & puta poveca.

Ako se posmatra domen V ograni¢en orijentisanom povrsi S u bilo kojem polarizovanom
dielektriku (sl. 7), tada ukupna koli¢ina vezanih naelektrisanja Q, koja prilikom polarizacije napuste
taj domen mora biti jednaka prirastaju koli¢ine vezanih naelektrisanja Q, u domenu uzetom sa nega-
tivnim predznakom, tj. Qp= -Q.. Ukupan visak vezanih naelektrisanja Qp Koji je polarizacijom unet
u povrs S, kod svakog dielektrika odreden je relacijom:

Q=-Q =-fPds=-{Pn.ds.

Dipoli S P

polarizovane supstancije

Linije polja vektora polarizacije P

SI.7

Posmatrajmo proizvoljno odabranu zatvorenu povrs S u dielektriku orijentisanu ka
spoljasnjosti obuhvac¢enog domena V koji sadrzi odredenu kolicinu Qs slobodnih i ukupan visak Qp
vezanih naelektrisanja. Tada se kao elektri¢ni ekvivalent svih slobodnih naelektrisanja i celokupne
polarizovane supstancije u domenu V moze uzeti naelektrisanje Qs+Qp smesteno u vakuumu.

Primenom Gausovog zakona na naelektrisanje Qs+Q, obuvaceno sa povrsi S (sl. 7), dobija se
najopstija relacija koja vazi kod svakog dielektrika i za svaki sistem slobodnih naelektrisanja:

§E-dS=M=i(QS—§P-dSJ = §D-dS=Q, gdejeD=z, E+P.
S € S S

€ 0
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Prethodna relacija pokazuje da izlazni fluks vektora D=¢gy-E+P kroz bilo koju zatvorenu povrs S:

(1) ne zavisi od oblika i veli¢ine povrsi i dielektri¢nih osobina sredine (heterogenost, anizotropnost)
(2) da je on uvek jednak ukupnoj koli¢ini slobodnih naelektrisanja obuhvacenih tom povrsi.

Ovaj rezultat zove se generalisani oblik Gausovog zakona, ili Maksvelov postulat. Vektor D zove se
vektor elektricne indukcije, i gustine elektri¢nog fluksa, odnosno vektor (di)elektricnog pomeraja.
ZamiSljene linije u elektriénom polju orijentisane kao i D sa osobinom da je u svakoj njihovoj tacki
vektor D tangenta, zovu se linije elektrostaticke indukcije. Veli¢ina D=|D| istih je dimenzija kao i P

[C/mz] (povrsinska gustina naelektrisanja). U zavisnosti od dielektrika, generalisani Gausov zakon
moze se predstaviti u nekoliko slede¢ih oblika datih u narednoj tabeli.

Vrsta dielektrika (a) Anizotropan (b) Izotropan (c) Homogen
. : -dS = E-dS = Q
Oblici generalisanog i:D d5=Q i‘e’ E-d5=Q :fE-dS =

Gausovog zakona D=g,-E+P | P=gyyeE; D=cE S:&E (6=C)

(@) Za kompletnu predstavu polja u anizotropnim dielektricima potrebno je poznavati raspodelu
oba vektora D i E, jer kod njih pravci elektricnog polja i polarizacije nisu kolinearni.

(b) Kod izotropnih dielektrika je P=gg-ye-E | D=¢go-(1+ye)-E=€0-e-E=¢-E. Ako su oni jo§ i linearni,
€ je u svakoj tacki konstantno (tj. ne zavisi od jacine polja). Zato je i kod linearnih, izotropnih
i nehomogenih dielektrika za kompletnu predstavu polja potrebno poznavati raspodelu oba
vektora D i E.U svakoj tacki kod njih je P=¢go-(&-1)-E.

(c) Kod homogenih dielektrika je D=¢-E, gde je € u svim ta¢kama isto. Za kompletnu predstavu
polja ovde je dovoljno poznavati samo jedan od vektora (D, E, P) i &. U svakoj tacki polja i
ovde je P=¢p-(g-1)-E, a V S vazi jos i ova implikacija zbog jedinstvenosti raspodele polja:

ffE'dS :%:M:i.:on.ds :ifi.dg — E=—0
S € € € 3 s €

r r

gde je E polje u homogenom dielektriku, a Eo u vakuumu. Na osnovu prethodnog moze se
zakljuciti:

» (1) Raspodela slobodnih naelektrisanja na povrsima i provodnim telima je ista, bez obzira da
li se oni nalaze u vakuumu ili u homogenom dielektriku.

(2) Raspodele vektora jacine elektricnog polja, potencijala i napona, kao i Kulonovih (t.
elektrostatickih) sila, u homogenom dielektriku permitivnosti &, manje su g, puta nego kada
se ista naelektrisanja, tela i povrsi nalaze u vakuumu.

(3) Kapacitivnost kondenzatora sa homogenim dielektrikom relativne permitivnosti g, veca je
€r puta nego kapacitivnost istog kondenzatora sa vakuumom kao dielektrikom.

(4) Svi ranije izvedeni rezultati vezani za vakuum kao sredinu, vazice i u homogenim
dielektricima, stim sto je u svim relacijama g, potrebno zameniti sa e=go-g;.

Za prostornu raspodelu slobodnih naelektrisanja okarakterisanu zapreminskom gustinom ps i
domen V ograni¢en zatvorenom povrsi S, moze se napisati sledec¢a implikacija:

{D-ds=§divD-dv =§p,-dv=Q,; KadaV—>0 = divD=p,,
S \ \
odakle se zakljucuje da linije elektrostaticke indukcije polaze,odnosno izviru iz pozitivnih slobodnih

naelektrisanja (ps > 0), a zavrSavaju se, odnosno poniru u negativnim slobodnim naelektrisanjima
(ps < 0). U onim tackama polja gde je ps=0 linije indukcije su neprekidne. I da zakljuc¢imo: linije
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elektricnog polja neprekidne su samo u vakuumu, a u dielektricima izviru iz pozitivnih, a uviru u
negativna naclektrisanja, bez obzira da li su ona slobodna ili vezana. Medutim, linije elektrostaticke
indukcije izviru iz pozitivnih, a uviru u negativna slobodna naelektrisanja. U dielektricima u kojima
ne postoje sloboda naelektrisanja /inije elektrostaticke indukcije su neprekidne.

3. Graniéni uslovi na razdvojnoj povrsi dva dielektrika i zakon prelamanja linija polja

Pretpostavimo da na razdvojnoj povrS$i m izmedu dva dielektrika nema slobodnih
naelektrisanja (sl. 8a) i zatim postavimo orijentisanu cilindricnu povr§ S male osnovice dS i
izvodnice koja normalno proseca povrS m. Da bi se izveli grani¢ni uslovi na sdmoj povrsi
7 potrebno je pretpostaviti da u grani¢énom procesu duzina izvodnice cilindra h — 0. Neka su Dy i
D, vektori elektricnog pomeraja, a E; i E; ja¢ine elektriénog polja u dielektricima 1 i 2 respektivno
— uz presek &S cilindra S¢ 1 povrsi . Normalne komponente vektora D; i D, su Dip=Di-n i
D2n=Dy-n, respektivno, gde je n jedini¢éna normala orijentisane povrsi 6S=3S-n. Iz generalisanog
Gausovog zakona sledi:

E (b)

o/

Dielektrik 1 3l T

Sl. 8
lim§ D-dS = (D, -n—D, )-8 =(D,,~D,,)-85=0 = D,, =D,,. *)
SC

Pretpostavimo sada da je K orijentisana pravougaona kontura u ravni vektora E; i E;, vrlo
male Sirine 6/ =[3l| i visine h koja u grani¢nom procesu tezi nuli (sl. 8b). Takode, neka je i pravac
vektora ol paralelan ravni . Komponente vektora E; i E;, tangencijalne na = respektivno su jednake
Eit | Ex. Posto je elektrostaticko polje bezvrtlozno (<> rot E=0), to cirkulacija vektora E po bilo
kojoj konturi mora biti jednaka nuli:

Ligg??E.dl =E,-81-E, -8l =(E, ~E,)-8l=0 = E, =E,. (**)

Relacije (*) i (**) ukazuju na neprekidnost normalnih komponenti elektri¢nog pomeraja i
tangencijalnih komponenti elektriénog polja na razdvojnoj povrsi dva dielektrika i one se zovu
granicni uslovi. Koriste¢i ih zajedno sa sl. 8¢ moze se izvesti zakon prelamanja linija elektricnog
polja na razdvojnoj povrsi dva dielektrika na kojoj ne postoje slobodna naelektrisanja:

tga, _ D,/ D, Dy & Ey

tgo, D,/ D, D, ¢&,-Ey 82.

Dakle, pri prelasku iz sredine vec¢e u sredinu manje permitivnosti, linije elektricnog polja se
priklanjaju normali na razdvojnoj povrsi.
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4. Energija u elektrostati¢kom polju

Energija sistema W, od n metalnih tela u vakuumu, ili u nekom dielektriku, naelektrisanih
koli¢inama elektriciteta Qij=+N;-|e| do potencijala V; (N;-prirodan broj, i =1,n), data je izrazom:

lZVi -Q, <« Energija sistema metalnih naelektrisanih tela

W, =
2%

Iz prethodnog izraza vidi se da je elektrostaticka energija sistema naelektrisanih metalnih tela
funkcija naelektrisanja tih tela i njihovih potencijala. Ako bismo se oslonili samo na formalno
tumacenje izraza, lako bismo mogli izvesti pogreSan zaklju¢ak da su naelektrisanja, a ne
elektrostaticko polje, nosioci energije sistema. Definitivan odgovor na pitanje o tome gde je
lokalizovana energija u opStem slucaju elektromagnetskog sistema, nije moguée pruziti u okvirima
elektrostatike, ve¢ iskljuc¢ivo izuc¢avanjem promenljivih elektromagnetskih polja.

Elektroda 1 Elektrostaticka  energija ~ W,  kondenzatora

Q=0 kapacitivnosti C (sl. 9) sa proizvoljnim dielektrikom
! I metalnim elektrodama proizvoljnog oblika, gde je
Vi Q,=-Q=-Q Q naelektrisanje elektroda, a U =V, -V, napon

izmedu pozitivne i1 negativne elektrode je

c

€, € 1
0 W, ZWeZE(Vl'Ql"'Vz'Qz):

1 1 1 Q?
==(V,-V,) Q=-U.Q=-CU? =~
2(V1 ) Q 5 Q 5 C

SI.9 Elektroda 2

Detaljnija analiza pojava u elektrostatickim sistemima pokazuje da je energija tih sistema u
opstem slucaju lokalizova u elektrostatickom polju i da su lokalna vrednost njene zapreminske
gustine we, kao i ukupna energija We u domenu V, u opstem slucaju (dakle, nezavisno od
homogenosti, linearnosti i izotropnosti dielektrika) dati izrazima:

W, = zV\\//e = % E-D <« Lokalnavrednost zapreminske gustine energije polja (u tackama);
1 .
W, = §We -dV = E:f D-E-dV <« Ukupna energija elektrostatickog polja u domenu V;
\ \Y

5. Sile i pritisci u elektrostatickom polju

Pretpostavimo da je potrebno odrediti rezultantnu silu koja deluje na neki od dva ili viSe
naelektrisanih provodnika proizvoljnog oblika koji se nalaze u proizvoljnom medusobnom polozaju
u vakuumu ili u nekom dielektriku. Ako bismo problem pokusali da reSimo pomoc¢u Kulonovog
zakona, naisli bismo na skoro nepremostive teskoce ¢ak i kod plocastog kondenzatora. Za svaki par
povrsinskih elemenata naclektrisanih tela prvo se moraju odrediti elementarne Kulonove sile
njihovog uzajamnog dejstva, a zatim je potrebno izvrsiti vektorsku integraciju tih sila. Samo
odredivanje raspodele naelektrisanja na telima je vrlo tezak i numeri¢ki zahtevan problem.
Medutim, sve te poteskoc¢e mogu se izbeci primenom prili¢no jednostavnog, a ipak opsteg postupka,
zasnovanog na principu malih virtuelnih pomeraja i zakona o odrzanju rada, odnosno energije.

Princip virtuelnog pomeraja primeni¢emo kod plocastog kondenzatora sa vakuumom kao
dielektrikom. Neka je povrSina svake elektrode S (sl. 15a), a rastojanje x izmedu njih neka je znatno
manje od linei¢nih dimenzija elektroda. Pretpostavimo da je kondenzator van kola tako da je
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naelektrisanje ploca +Q (Q > 0) konstantno. Kapacitivnost kondenzatora je C=g(S/x, a njegova
energija je We=Q%(2C)=(Q*X)/(2¢,S). Pretpostavimo sada da neka spoljasnja mehanicka sila Fy
savlada elektrostaticku F i da za dx translatorno pomeri negativnu elektrodu u pravcu i smeru x-0se.
Prema zakonu o odrzanju energije zakljuujemo da se tada izvrSeni rad sile F1=F;-i (i-ort x-0se)
protiv elektrostati¢ke sile F potpuno pretvara u prirastaj elektrostati¢ke energije kondenzatora dW,:

Virtuelno pomerena negativna elektroda

Q -Q !

s s 1

F Flii

N (I

1 X- 0Sa
0 X X+0X
SI.15 )
2 2 2 2

AW, =F-(i-dx) = F-dx= 2 (xadx) -2 x= L dx = p-Ie_ Q@ W
2g,S 2€,S 2¢g,S dx 2e,S X

Uslov ravnoteze spoljasnje mehanicke sile F i elektrostaticke (Kulonove) F glasi F+F;=0 (F=F-i),
odakle sledi F= -Fi= -Q%(2&,S) = -Wc/x. Znak minus ukazuje da je rezultantna Kulonova sila
privlacnog karaktera, tj. da je njen smer suprotan od X-ose. Oc¢igledno je i da se njen intenzitet kod
plocastog kondenzatora moze odrediti kao poduzna gustina elektrostaticke energije. Posto je u
pitanju rezultantna sila koja poti¢e od medusobnog dejstva elementarnih naelektrisanja ravnomerno
raspodeljenih na plocama, to ¢e 1 dejstvo elementarnih Kulonovih sila na ploce, takode biti
ravnomerno raspodeljeno po njihovim povrsima. Zato je pritisak Kulonovih sila na elektrode:
2 2
p=lH_ W Q@ D 15 1pe_y,
S S.-x 2e,S° 2¢ 2 2

i on odgovara zapreminskoj gustini energije elektrostatickog polja. Prethodno dobijeni izraz za
pritisak je sasvim generalan i vazi, ¢ak i kada su elektrode proizvoljnog oblika, a polje
nehomogeno. Pritisak na povrs naelektrisanog objekta uvek je negativan ("¢upanje") bez obzira na
prirodu njegovog naelektrisanja, jer sile polja uvek imaju tendenciju da izvrSe takvo pomeranje
objekata kojim se minimizira energija sistema (u skladu sa Tomsonovom teoremom).

1. zadatak: Oko tanke usamljene metalne sfere poluprecnika

R=10[cm], naelektrisane koli¢inom nealektrisanja Q=10[nC], nalazi £

se sloj homogenog dielektrika debljine d=5[cm], relativne £ Q

dielektricne permitivnosti &=4, koji je koncentri¢no postavljen u

odnosu na sferu. Sredina je vakuum. Odrediti:

a) Vektore dielektricnog pomeraja i jacine elektrostatickog polja u
¢itavom prostoru.

b) Potencijal metalne sfere.

c) Kapacitivnost metalne sfere.

Resenje:
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a) Neka je r osa orijentisana kao na slici. Na povrsini metalnog tela postoji samo normalna
komponenta vektora jacine polja, pa je vektor E; a samim tim i Dy upravan na metalnu sferu. Neka
su E; i Dy vektori ja¢ine elektri¢nog polja i pomeraja u dielektriku, a Egi Dy odgovarajuéi vektori u
vakuumu. Kako je dielektrik homogen i linearan (opisan je sa &) vazi D, =¢y¢, E, u dielektriku,

odnosno D, = ¢, E,u vakuumu. Dakle vektori D i E su

kolinearni u ¢itavom prostoru oko metalne sfere. Na osnovu
prethodnog razmatranja ucrtani su referentni smerovi
vektora Ei D u dielektriku i vakuumu.

Primetimo da su vektori E i D normalni na razdvojnu
povrsinu dielektrik—vakuum. Vakuum je, kao Sto nam je
ve¢ poznato, takode dielektrik. Primenom prvog grani¢nog
uslova o jednakosti normalnih komponenti vektora D na
grani¢noj povrsini dva dielektrika i ¢injenice da su vektori
D; i Dgupravni na grani¢nu povrs§ dobijamo:

D,=D, A (D,=D,AD,=D,) = D =D,=D.

Dakle, vektor D se ne ,,prelama“ pri prelasku iz dielektrika u vakuum. Jednakost vektora D u obe
sredine povlaci nejednakost vektora jacine elektricnog polja E u dielektriku i vakuumu.
Neka je D=D(r)-r,, gde je r, jedini¢ni vektor r ose. Primenom generalisanog Gausovog zakona

na zamiSljenu sfernu povrs polupre¢nika r >R, mozemo
izraCunati intenzitet vektora D.

gSD-dS = Qqonoano - 2004 simetrije, vektor D je homogen na

celoj povrsini sfere S i ima isti pravac i smer kao i vektor
ds, pa je

$D-dS=¢§D-ds =D(r)-471* =Q, 1.
S S

D(r):4Q r>R, D=D(r)-r,

r’’
Vektor jacine elektricnog poljaEje: — TTee-o---

E,(r)= bn __Q 1 , E,(r)=E/(r)-1,, R<r<R+d, udielektriku, odnosno

2
& & Anegye,

E()_D(r) iiz , Ey(r)=Ey(r)-r, , R+d<r <o, uvakuumu.
& dng, v

Unutar metalne sfereje E=D=0, za r<R.

b) Potencijal metalne sfere je najjednostavnije odrediti ako za putanju integracije odaberemo
pravac i smer r ose:

© R+d © R+d ©
V. =V(r=R)= j E.dr= j E,(r)-dr + j E,(r)-dr = j E,(r)-dr + j E,(r)-dr
r=R R R+d R R+d

v, =9 {i+ dr+Td_2r { ! j+ ! }=675[V]

4re, | & fa ¥ 4re, | & R R+d) R+d
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gc=2_ Az, —14.8[pF]

VS ié_ 1 + 1
&\R R+d) R+d

2. zadatak: Resiti prethodni zadatak za usamljenu metalnu sferu okruzenu vazduSnim
dielektrikom.

Uputstvo: Uvrstiti &, =1 u prethodne relacije ¢ime se sloj homogenog dielektrika zamenjuje
vazduhom.

3. zadatak: Jedna polovina usamljene metalne sfere polupre¢nika a=1[cm], naelektrisane
koli¢inom elektriciteta Q=1[nC], nalazi se u beskona¢nom, homogenom dielektriku relativne
permitivnosti &, =17, dok je druga polovina u vazduhu. Izra¢unati:

a) Jacinu elektri¢nog polja u ¢itavom prostoru oko sfere
b) Potencijal sfere
c) Kapacitivnost sfere

Resenje:

Postupaju¢i analogno kao u zadatku 1, na
slici su sa E; i D; oznadeni referentni
smerovi vektora jacine elektricnog polja i
pomeraja u dielektriku, a sa Ep i Do
odgovaraju¢i vektori u vazduhu.

Primenom drugog grani¢nog uslova o
jednakosti  tangencijalnih ~ komponenti
vektora jacine polja E na grani¢noj povrsi
dva dielektrika 1 ¢injenice da su vektori Ej
i Eo paraleleni razdvojnoj povrsi dobijamo:

Eltg:EOtg A (E =E /\Eo:EOtg)
=E=E=E.

1tg

Dakle, vektor E se ne ,,prelama‘ na grani¢noj povrsini dielektrik-vazduh. Jednakost vektora E u obe
sredine povlaci nejednakost vektora D u dielektriku i vazduhu. U dielektriku je D, =¢g,6,E, a u

vazduhu D, = ¢,E .

Neka je D=D(r)-r,, gde je r, jedini¢ni vektor r ose. Primenom generalisanog Gausovog zakona

4) D-dS =Qyupoame Na zamisljenu sfernu povrS poluprecnika r>a, mozemo odrediti intenzitet
S

vektora D. Zbog simetrije, vektor Dy je homogen na povrsini polusfere Sp u vazduhu, a vektor D; je
homogen na povrSini polusfere S; u dielektriku, pa vazi
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gS D-dS=J.Do‘dSo+J‘D1'd81:
Sy S1

S=S,US, . \30
= [ Dy-dS, + [ D, -dS, = 27r*(D, +D,) =Q i T s

S 5, o, AN
Kako je Dy(r) = £,6,E(r) i Dy(r) = &,E(r) e VAN
zamenom se dobija ! 0 '.
271r%(D, + D,) = 27r%6,E(r)1+¢,) =Q, e | ) "'s
-9 1 acr, b 7

2ng,(Lte) I S p
1 hES L2
EN=EM)-n. R e as e =
Unutar metalne sfereE=D=0,za r<a.
b) V, =V(r=a)= | E-dr:jE(r)-dr:L-jd—gzLi:lOO[V].
a A 2rey(l+¢.) s r° 2mg,(l+¢g,) a

c) C =\%= 27s,(1+ ¢, )a=10[pF].

S

4. zadatak: Plocasti kondenzator ispunjen je sa dva dielektrika, pri ,
¢emu je S=10[cm®], S=15[cm’]; d=1[mm],  &:1=3, &2=5. Qi_ 6 s “““““ o,
Naelektrisanja plo¢a kondenzatora su Q;=-Q,=4[nC]. Odrediti: PR e — °
a) Vektor jacine elektricnog polja u kondenzatoru. S”
b) Kapacitivnost ovog kondenzatora. €2

< d >

Resenje:

a) Kako je razdvojna povrsina dielektrika normalna na plo¢e kondenzatora, to je vektor jacine
elektri€énog polja tangencijalan na razdvojnu povrSinu.

Iz drugog grani¢nog uslova sledi: //_//
EltngZtg A (El:Eltg /\EzzEmg) = E=E,=E. (/ : o &l Q,
Kako su oba dielektrika linearna i homogena vazi: I'1S"ID, | . P ¢
Al B
D =¢E=¢¢,E 1| D,=¢,E=¢,,E. 0—:— Snl—> —®
I D2 €r2
Primenom generalisanog Gausovog zakona, @ DdS =Q, : —:E—>
S=S'uS" | |

na zamisljenu povrs S oblika kvadra dobija se: : g

¢ DdS=[D,ds +[D,dS" =[DdS +[D,ds’ =D;S +D,8' =Q . >
S=§'US" S’ S" S’ S"

Ako intenzitet vektora D izrazimo preko E dobijamo
Q=DS +D,S =¢g,,E-S" + £,6,E-S"=(5,6,5+&,£,5")E,
E_ Q

= ; =43-10°[V/m] sa pravcem i smerom kao na slici.
& Eq S +E 8,5

I
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b) Da bi se odredila kapacitivnost kondenzatora, potrebno je odrediti
napon izmedu ploca kondenzatora 1 i 2, odnosno: o . g/ —| o

Q

/ l
Eg €S +Ey 8 S

d
Up =|E-dI=E-d= -d =43[V] 3
0

A
Y

Kapacitivnost kondenzatora je onda:
C=Q/Upg=¢0er1S7d+eper2S"1d ~93[pF]

Analiziraju¢i gore navedeni izraz vidi se da se ovaj kondenzator
moze predstaviti kao paralelna veza dva plocasta kondenzatora svaki
sa homogenim dielektrikom ¢ije su kapacitivnosti: q

C'=808rls'/d i C"=808r25"/d.

14
o €r2 S —1 e

A
Y

plota S=20[cm?] i naelektrisanja elektroda
Q1=-Q,=Q=10[nC], nalaze se dva homogena <«
dielektrika debljine di=2[mm] i d=3[mm]. S
Razdvojna povrsina dielektrika paralelna je plo¢ama
kondenzatora. Relativne diclektriéne konstante ovih
dielektrika su: €1=3 i €»=9. Odrediti:

5. zadatak: U plocastom kondenzatoru povrSine £

1 e — e 2

a) vektor dielektricnog pomeraja i vektor jacine & €r2
elektri¢nog polja;
b) kapacitivnost ovog kondenzatora. odi | do

A
\ 4

Resenje:

a) S obzirom da je razdvojna povrsina izmedu dielektrika paralelna plo¢ama kondenzatora i da su
vektor jacine elektri¢nog polja 1 vektor dielektriénog pomeraja upravni na ploce kondenzatora, to su
ovi vektori upravni i na razdvojnu povrsinu dielektrika. 1z prvog grani¢nog uslova sledi

D,=D, A (D,=D,AD,=D,) = D,=D,=D.

Dakle, vektor D je isti u oba dielektrika. Njegov P
intenzitet mozemo odrediti primenom e
generalisanog Gausovog zakona na zamiSljenu
povrs oblika kvadra kao u prethodnom zadatku:

$Dds =[Dds =DS =Q..
S S

v

_F_n__
lmrn

D=Q/S=5-10°[C/m?*], a pravac i smer su
upravni na plo¢e kondenzatora.

o|--
=

o
N

Jacine elektri¢nog polja razlicite su u dielektricima:
E = D =188-10°[V/Im], E,= D =63-10°[V/m], a pravac i smer vektora jacine
elektri¢nog polja upravan je na plo¢e kondenzatora.

&y &1 &y &y

b) Napon izmedu pozitivne i negativne ploc¢e kondenzatora je:
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U,=Ed +E,d, = D -d; + D -d, = 564[V]
o1 &€
Kapacitivnost kondenzatora je:
coQ_ dD'S S S S 1 S, ! —— =18[pF]
U12 D ( 1 + 2 ) 1 + 2 1 + 2 S + S
o€ Eobi Eo€n  Eora Eg€nS  EpES Eobr— G4y —
r dl r d2

Ovaj kondenzator moze se ekvivalentrirati rednom
vezom dva kondenzatora svaki sa homogenim

dielektrikom, kapacitativnosti C1 i C; : 1 € €r2 2
— 1o
S
1 1 1 1 1 3
ccc TS
v 505r1€l &o8r2 diz PR P

6. zadatak: Izmedu elektroda plodastog vazdusnog kondenzatora povriine S=40[cm?] i rastojanja
d=4[mm], uspostavljena je potencijalna razlika U=500[V].
a) Odrediti jacinu, pravac i smer elektrostaticke sile na elektrode kondenzatora.

b) Odrediti rad te elektrostati¢ke sile, ukoliko se jedna elektroda kondenzatora translatorno pomeri
za X=1[mm].

Resenje:
a) Na ploce kondenzatora deluje privlacna, upravna sila. Intenzitet |<i,|

sile jednak je apsolutnoj vrednosti parcijalnog izvoda elektrostaticke
energije po promenljivoj koordinati X, odnosno:

s 1 s Of e A
N T
| L F

Kako se plo¢e nalaze na medusobnom rastojanju d=4[mm], sila koja
deluje na ploce dobija se zamenom X =d = 4[mm] u izraz zasilu: 5
X
F(x=d)=1 iz U?=0,28[mN].
2 °d
b) Rad koji izvrsi elektrostaticka sila pri pomeranju elektrode kondenzatora za x=1[mm], jednak je
priraStaju elektrostaticke energije kondenzatora zbog pomeranja te elektrode:

v

1 ... 1. ., U?
A=AW =W, -W, =-CU*--CU"=—(C,-C,)
2 2 2
. S . S
Kako je: C =¢ T x I C,=¢, g
sledi: C,-C,=¢,-S- (i——)—sO X

d-x d~(d—x)
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2
Sada je: A:AW:U—-SO-S-L:QB‘?[MJ] .
2 d-(d-x)
2
Do istog rezultata moglo se do¢i 1 preko definicionog izraza za rad A, = J. F -dl, koriste¢i zraz za
1

silu odreden u prethodnoj tacki:

d—x d—x
1 S 1 dx 1 1
A= | g, =U%dx==¢g,SU? | = ==¢g,SU?| —=
3[2 °x? 2° (Jj. x> 2 ( x)

d—x

1 1 1
=—gSU?(=-——)=0,37 .
280 (d d—X) [HJ]

d



